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SOLUTII

Problema 1.
Solutie. a) Notam cu Y, z,t,u limitele subsirurilor.Considerdm subsirul (Xg., )n care este in

acelasi timp subsir in (yn )n si subsir in (Zn )n deci el este convergent si  lim Xg, = lim x,, =y
N—o0 N—o0

si totodata lim Xg,, = lim x3,, =z deci y=1z.
N—o0 N—o0

Consideram subsirul (Xg.n,2 )n si obinem y =u. Considerdm subsirul (Xg.n.4 )n siavem y=t.
In concluzie y =z =t=u si cum subsirurile (z, )n (t )n (U )n acopera tot sirul (X, )n rezultd ca
sirul (x, ). este convergentsi lim x, =x unde x=y=z=t=u.

N—o0

b) Convergenta a oricare trei din cele patru subsiruri nu asigura convergenta
sirului (Xn )n s1 vom dovedi asta prin contraexemple.

1) Daci (y, )n (2, )n si (t, )n sunt convergente luam sirul (X, )n definit astfel

Xen = Xen+l = Xen+2 = Xen+3 = Xonra =0 §1 Xgn,5 =1 (evident divergent) si
limy,=Ilimz,=Ilimt,=0
N—>o0 N—>w0 N—>0

2) Daca (Yn),» (2n),, i (un), suntconvergente alegem Xgn = Xgni2 = Xons3 = Xgn+d = Xonss =0 §i

Xgns1 =1siavem limy, = lim z, = limu, =0.
N—o0 N—o0 N—o0

3) Daci (Y, ), (), si (Un), suntconvergente alegem Xg, = Xgns1 = Xon+2 = Xgn+a = Xonss =0 si

Xgni3 =1 siavem lim y, = limt, = limu, =0.
N—o0 N—o0 N—o0

4) Dacd (z,)., (ty),, si (up), suntconvergente luam X3, =0, Xgn4q =1, X3p4p =2 si avem

lim x5, =0, lim X3, =1si lim X3,,, =2 dar evident ca sirul (x, ) nu este convergent.
nN—o0 nN—o0 N—0



Problema 2.
Solutie.

a) Daca |Z| >1 inegalitatea din enunt este adevarata. Consideram |Z| <1

Luam z=Xx+i-y; CU X,y € R,|Z| =r <1. Relatia din cerinta devine:

X2 +y? +2-«f(x—1)2 +y? >le 2-«/(x—1)2+y2 21—(x2+y2)<:>

41?28 x+421-2-r2+1r* & —r*+6:12+328X wcevvcrrernn, (1)

VOm demonstra: —I% 4612 +32 8T oo (2) si din aceasta va rezulta (1).
Ultima inegalitate este echivalenta cu r*—6-r’+8.-r-3<0< (r —1)3 -(r + 3) <0 adevarata pentru
|z| <1.

b) | Dacia u+v=0=u=-v
Din prima conditie rezulta u-v=-1= u? =1=u==1. Daci u=1=v=-1 concluzia satisficuta si
invers.
u-v+1

Il Daca u+v =0 atunci avem .
u+v

=1sinotdmcu z =

U+v
Avem 3Ju+v+uv+1]=|uv+5(u+v)+1 si impartind prin |u+V| obfinem:

3|z+1=|z+5| <:>9(z+1)(2+1):(z +5)(E+5)®
<:>18+9<Z+E):26+5(Z+E)<:>4(Z+E):83 7+7=2=x=1

deci z=1=uv+1=u+v< (u-1)(v—1)=0= u=1sau v =1 si concluzia se verifici.

Problema 3.

Solutie. Pentru meN si neZ’ avem ‘f(m)_f(o)‘z
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Luam x=—€Q,peN si ke N si conform relatiei anterioare avem :

\f(x)—f(o)\:‘f[‘li'_l"}f(o)‘S k-.lo2 :%
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+ <
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q k?-q> k-q
Am obtinut |f (EJ— F(0) P VK € N s (1)
q k-q
Vom demonstra in continuare ca |X|<&,Ve>0=X=0....cccccoceureee. 2)
X X

Intr-adevar, dacd presupunem ca X = 0ludnd & ="— obtinem |x|< 5 = 2<1 fals.



Notdm acum cu A= f (Bj— f (0). Aratdm ca |A/ <, Ve>0. Fie £ >0 si cautim k natural nenul

q

astfel incat ” pz <es p<k-g-q2 c>k>i2.Luém ,de exemplu k:{i}rl.

q &q £q’

Folosind observatia anterioard vom obtine A=0=> f (EJ =f(0) .
q

In concluzie singurele functii care satisfac cerinta problemei sunt functiile constante.



